Chapitre 1 : Raisonnement par
récurrence

I/ Pourquoi une preuve, pas une vérification

1) Une conjecture qui trompe

Exemple : Pour n € N, étudions le nombre n? +n + 41.

en=0 — 02+0+41=41 on=2 — 2242441=47
41 est premier 47 est premier
43 est premier 53 est premier

Au regard des précédents calculs, on pourrait raisonnablement conjecturer que le nombre n?+4n-+41
est premier pour tout n € N. Et c’est le cas! Jusqu’a n = 39... Mais pour n = 40 :

402 + 40 + 41 = 1681 = 412

Aucun nombre fini de vérifications, méme s’il est trés grand (imaginons 10 000 vérifications), ne
peut prouver une propriété « pour tout n » : une vérification n’est pas une preuve. Il nous
faut donc un raisonnement qui couvre tous les rangs d’un coup.

2) Le principe de récurrence

Théoréme :

Soit P(n) une propriété dépendant d’'un entier n, et ng € N un rang de départ (souvent nyg = 0).
Le principe de récurrence s’énonce ainsi :

. { P(ng) est vraie alors P(n) est vraie pour

Vn > ng, P(n) = P(n+1) tout entier n > ny.

Image : une chaine de dominos
Le premier domino tombe (initialisation), il symbolise la validation de la premiére proposition P(ny).
Ensuite chaque domino qui tombe fait tomber le suivant (hérédité), cela symbolise la transmission de
cette propriété : P(n) = P(n+ 1).

P(n)= P(n+1)

e e e T S

P(nyp) P(ng+1) P(ng + 2) P(ng+ 3) P(ng+4)
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II/ Rédaction d’une récurrence

1) Le gabarit

Méthode (rédaction par récurrence) :

On cherche & démontrer que la propriété P(n) est vraie pour tout n > ng.
Y¢ Initialisation : vérifier que P(ng) est vraie (calcul direct).

Y¢ Hérédité : Soit n > ny un entier quelconque. On suppose que P(n) est vraie (hypothése de
récurrence) et on cherche a démontrer que P(n + 1) est également vérifiée.

¥ Conclusion : « P(ng) est vraie et la propriété est héréditaire. Ainsi, par récurrence, la propriété
P(n) est vraie pour tout n > ng. »

2) Exemple guidé : somme des entiers

n
n(n+1
Exemple (guidé) : Montrons que :  Vn € N*, Z k= n(n 1)
k=1 2
n n n—1
Rappel :  k=1+2+---+n Y K¥=243"+...+n> DY KF¥=5+6"+---+(n-1)>
k=1 k=2 k=5
. . g 1
Pour tout entier n € N* on note la propriété P(n): » k= n(n; )
k=1
Initialisation : ... . .
Heérédité :
Conclusion : ...
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III/ Reésultats classiques démontrables par récurrence

1)

Sommes

Somme des carrés : Vn € N*:

= ,  n(n+1)(2n+1)
zk - 6

1 _ an+1
Somme géométrique : Vn € N,Vge R\ {1} : z q i
1—g¢q
nn+1
Somme des cubes : Vn € N*: Zk3 < ( )>
2) Inégalités
. . O a= 0,3 .
Théoréme (Inégalité de Bernoulli) : ;
4 ' aear
Pour tout réel a > —1 et tout entier n € N : (14 a)" ot
3 o o
(14+a)” 21+ na 5 « o
° 1+ na
Voir figure ci-contre : l’écart entre les deux Le
membres se creuse G mesure que n grandit. n
1 2 3 4 5 6
Propriété : Vvn e N: 2" >n
3) Divisibilité
Propriété : Vne N: 3| (4" —1) Se lit « 3 divise (4" — 1) »
4) Suite majorée
Up,
Propriété :
Soit (u,,) définie par ug = 0 et u, 11 = /2 + uy,. P S Sl e e
Pour tout n € N : 1 (n:u)
o<u, <2 n
0 1 2 3 4 5 6

Aymé PETIT — Lycée Marcelin BERTHELOT




Trois piéges a éviter :

Piége

Symptdéme

Parade

Initialisation oubliée

Hérédité vraie, mais aucun rang
de départ vérifié

Toujours vérifier P(ng), méme si
cela semble évident

Hérédité incorrecte

L’hypothése de récurrence est re-
copiée mais jamais réellement uti-
lisée dans le calcul

Identifier clairement la ligne ou
I’hypothése de récurrence est uti-
lisée

Mauvais rang / déca-
lage d’indice

Initialiser au mauvais ng, ou dé-
montrer P(n) = P(n+2) au lieu
de P(n) = P(n+1)

Reéfléchir
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