Chapitre 8 — Correction des exercices
Fonction exponentielle

Exercice 1 :

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.

e exp(z) =5 e exp(z) =1 e exp(z) =0 e exp(z) <1

e Vr € R, ¢* > 0. Par conséquent ’équation exp(x) = —5 n’a pas de solution réelle.

ec=1 <= =0
e Vr € R, e > 0. Par conséquent I’équation exp(xz) = 0 n’a pas de solution réelle.

e’ <1l = "< = <0 < z€]|—000

Exercice 2 :

Résoudre dans R les équations suivantes.

o exp(7zx + 8) = exp(3) o exp(3z + 1) = exp(—8z + 2) e exp(z) = exp(—x)

Tx -5

)
e =¢ = Tr4+8=3 <= Tr=3-8 < T T r=y

et =82 0 334 1= -82+2 & 3 +8r=2—-1 T=17

el =P < —= r=—10x <= rzt+tr=—24+2 <<= 220=0 < =0

Exercice 3 :

1) Ecrire sous la forme e avec a € Z le nombre A = % x e73.

A= el0 5 g3 — pl0-3 _ 7

T 22
o e xe
2) Ecrire sous la forme e avec a € Z le nombre B = —
e
o7 x 2 eTt2 o
B = =5 =e xe’=e
e e
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Exercice 4 :

Développer et simplifier les expressions suivantes.

1) (14e7)°

(1+ e’”)2 =124+ 2" + (") = 1 + 26" + >

2) (e7™+ e“”)2

(6—x+6x)2 — (e—a:)Q +26—x6x 4 (ex)Z — e—2x+260+62x — 6—2x+2+62x

3) (e*’” — e‘"’:)2 — (e’” + e_gv)2

(ez o e—a:)2 - (ex + e—a:)Q (623: —2e%e T 4 6—21) o (6237 1 2e%e " 4+ e—2x)
<62”” — 2+ e‘h) — (62“ +2+ 6—2””)
62m . e—2:r - 62m —92_ e—Qm

=—4

4) (621: + 6—31:) (64:1: + e—z)

(eQm + 6—31) (e4z + e—z) — 62164z + €2me—m + e—3ze4z + 6—316—1
2661+ex+6x+674z

— €6$ + 26$ + 6—411)

Exercice 5 :

Démontrer que pour tout réel z € R on a :

x

1) et—e”

—— = -1

T

Le dénominateur est e™® : multiplier par e” va faire disparaitre les exposants négatifs.

T — e % et x (633 _ 6*1‘) 2T _ o T e 1 o
= = = = € —_ ]_
e eT X e " e 1

1—e" et —1

2) _

1+e® et +1

T

Le membre gauche contient e au numérateur et au dénominateur : multiplier par e* va faire

disparaitre les exposants négatifs.

1—e® T x (1 _ 6*56) et — eTe X et — 1

l+e® erx (1+e®) e 4eve™ e +1
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er 1

3 =
) 14+er e *41
Le membre droit fait apparaitre e™* alors que le membre gauche n’en contient pas : multiplier en
haut et en bas par e™* va faire apparaitre les termes souhaités.
e’ e " xer
I+er e x (1+e7)
1
e 41

Exercice 6 :

1) a. Déterminer les racines (sans utiliser A) du polynéme X? — 2X + 1.

X? —2X +1= (X —1)% donc 'unique racine est X = 1.

b. En posant X = e”, en déduire les solutions de 1’équation e?* — 2e* + 1 = 0.

En posant X = €%, Péquation €** — 2¢” + 1 = 0 s’écrit X? —2X +1 = 0, soit (X —1)? = 0 d’apres
la question précédente.

0

L’unique racine est X = 1, donc e* =1 = €”, ce qui donne x = 0.

2) En utilisant la méme méthode qu’en question 1 résoudre dans R I'équation €?* + 2¢* — 3 = 0.

En posant X = e%, I'équation e?® + 2¢* — 3 = 0 s’écrit X2 +2X — 3 =0.

On remarque que X = 1 est racine évidente : 1 +2 — 3 = 0. Donc (X — 1) est un facteur, et par
identification : X2 +2X — 3 = (X — 1)(X + 3).
Les racines sont X =1 et X = —3, donc :

e X=e"=1=¢" = 2=0

e X =¢"=—3 est impossible car e* > 0 pour tout x € R.

L’ensemble solution de I'équation €** + 2¢® — 3 = 0 est donc S = {0}.

3) Résoudre dans R I'équation e** + 3e* + 1 = 0.

En posant X = e, équation e** + 3e® + 1 = 0 s’écrit X2 + 3X + 1 = 0. Aucune racine évidente
ici, on calcule le discriminant : A =9 —4 =15, donc :

3-8

—3+5
X, = <0 Xzz—f<

5 5 0 (car\/5<\/§:3>

Puisque les deux racines sont strictement négatives, il n’existe aucun x € R tel que e* = X; ou
e® = X,. L’ensemble solution de I’équation e** 4 3¢ + 1 = 0 est donc S = @.
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Exercice 7 :

1) Résoudre R I’équation suivante :  e* — 8ze” = 0.

On factorise par e* :
e’ —8xe” =€e°(1—-8z) =0

1
Or e® > 0 pour tout z € R, donc I’équation se réduit a 1 — 8z = 0, soit x = 3 S =

2) Résoudre R léquation suivante :  Hze® — e®3 = (.

+3

On remarque que e**3 = €% x €2, donc on factorise par € :

5re” — "t = 5re” —e” x e =" (5x —€*) =0

3
e
Or e® > 0 pour tout x € R, donc I’équation se réduit a 5z — €3 = 0, soit x = 5 S

Exercice 8 :
Dériver les fonctions suivantes toutes définies pour x € R.

flz)=e> g(z) = > h(z) = 52" k(r) = 2"

/
Rappel : <e‘“”+b> = aett
o f/(z) = e
° g’(x) — _362—3x
e Vz € R, h(z) = e***? ainsi h'(x) = 5ed*+?
e La fonction k est sous la forme u x v donc on utilise la formule (uv)" = u'v + uv'.

Kz)y=1xe"+ax (-7

=37 — g3 on peut factoriser par e3>~
=¥ (1 —2)

Exercice 9 :

Soit f une fonction telle que : VeeR  f(z)=e"

1) Déterminer une expression de la dérivée [’ de la fonction f.

Vz € R, fl(x)=—e"
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2) En déduire le tableau de variations de f.

T —00 +00
Comme e~* > 0 pour tout x € R, on a donc
f'(x) = —e® < 0sur R. f'(x) —
La dérivée f’ est strictement négative sur R donc f
est strictement décroissante sur ce méme ensemble. f \
Exercice 10 :
Soit g une fonction telle que : Vr € R g(z) = (6x + 7) e,

1) Déterminer une expression de la dérivée ¢’ sous la forme « (ax + b)e3® ».

= 66> + (18 + 21)e*”
= (6 + 187 + 21)e™
= (18z + 27)e*

g (x) =6 x e + (62 +7) x 3™

g est un produit de fonction sous la forme u x v donc la dérivée est (uv) = u'v + uv'.

(on peut factoriser par 3 )

2) En déduire le tableau de variations de g.

d’abord négative puis positive. De plus :

Comme €3* > 0 pour tout z € R, le signe de ¢'(z) = (18z + 27)e*" est celui de x — 18z + 27.

182 + 27 est une fonction affine de coefficient directeur m = 18 > 0, donc croissante, elle est donc

27 3
18 +27=0 < x:—1—8:—§
t > —3)2 +o00
18z + 27 - 0 +
g(@) S
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Exercice 11 :

Soit A une fonction telle que : Ve e R h(z) = ( —x® =2z + 11) e 2ot

1) Déterminer une expression de la dérivée h’ de la fonction h.

h est un produit de fonctions sous la forme u x v dont la dérivée est (uv) = u'v + uv'.

W(x) = (
(

20 — 2)e " 4 (—2? = 22+ 11) x (—2)e >
2r — 2)6_2I+1 + (2x2 + 4x — 22)6_2I+1 (on peut factoriser par c_Q‘EH)

( —2r — 24222 + 4x — 22) e 2otl

_ (2932 o — 24) o2t

2) En déduire le tableau de variations de h.

Comme e 2*™ > 0 pour tout z € R, le signe de h'(z) = (227 + 2z — 24)e 2*™ est celui de
r — 22?% + 22 — 24.

On calcule le discriminant A du polynoéme 222 + 2z — 24 :
A=2%—4x2x(—24) =4+ 192 = 196 = 142 ainsi VA =14

Puisque A > 0, la fonction z — 222 4+ 22 — 24 a deux racines z; et 5.

-2-14 -16 4 -2+14 12 5
xr1 = = = — To — —mMmMmM — — —
' 4 4 ’ 4 4

Le coefficient dominant est @ = 2 > 0 donc la parabole représentative de x — 222 + 22 — 24 est
tournée vers le haut. D’out le tableau de signes suivant, et le tableau de variations de h.

T —00 —4 3 +00
B (x) + 0 — 0 +
h(:—4) |
h / \ /
h(3)
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Exercice 12 :

e(l?

et g1

Soit k£ une fonction définie par k(z) =

1) Déterminer ’ensemble de définition Dy, de la fonction k.

k est un quotient, défini tant que le dénominateur est non nul. Or :
VreR, € >0 — VreR, e"+1>0

Le dénominateur ne s’annule donc jamais, ainsi Dy = R.

2) Déterminer une expression de la dérivée k' et en déduire les variations de k.

T T

Pour faciliter le calcul de la dérivée, on peut écrire :  k(z) = — c -
e?+1 e*+1
, 1,y /
k est un quotient de fonctions sous la forme 4 dont la dérivée est (E) = M
v v v
K (x) = —e"(e" 4+ 1) — (—e*) x e*
e+ 1P
B _62:£ — et + 62:r
o (ex + 1)2
o (626 + 1)2
Or :
VreR, —e*<0 e
— \V/I’GR, k/($):ﬁ<0
VeeR, (e"+1)2>0 (e” +1)

Puisque la fonction dérivée k' est strictement négative sur R, la fonction k est strictement décrois-
sante sur R.
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